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Die hypergeometrische Differentialgleichung n-Ördnung ist von den Herren 
Prof. Pochhammer (Crelle 71 u. 73) und Hossenfelder (Math. Ann. 4) aufgestellt und 
integriert worden. Bei der Lösung mussten aber bestimmte Werte der Konstanten 
ausgenommen werden, weil für sie eins oder mehrere der partikulären Integrale 
illusorisch wurden. Der dadurch angezeigte logarithmische Grenzfall ist bisher nicht 
untersucht worden. Vorliegende Arbeit behandelt diesen Gegenstand. 


sk 


Wir legen der Rechnung die hypergeometrische Differentialgleichung n-Ordnung 
in der Form zu Grunde, wie sie von Herrn Hossenfelder (Math. Ann. 4) angegeben 
worden ist: 
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Dann ist: 
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hen den RS A besteht, wie man leicht einsieht, die Relation: 
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Nach diesen Vorbereitungen suchen wir die Differentialgleichung zu integrieren 
durch eine in der Umgebung des Punktes a, convergente Potenzreihe und setzen: 
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wo die Koeffizienten g, zu bestimmen sind. 


Bilden wir dann der Reihe nach die Differentialquotienten 
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und setzen Aessiben in die vorgelegte Differentialgleichung ein, nachdem wir letztere 
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multipliziert haben, so geht diese 
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Dieser Ausdruck lässt sich ebenfalls in die Form eines Produktes bringen. 
Abgesehen von dem Faktor 
(et v-Dleotr— Yet» n+2) 
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Zur Bestimmung der Koeffizienten g,, ergeben sich, wenn man in der Gleichung 

(3) die Koeffizienten der aufeinander folgenden Potenzen von (£ — aı) gleich Null 
setzt, die nebenstehenden Gleichungen: 
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Um ein Unendlichwerden der Koeffizienten zu verhindern, setzt man 
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wo $ die grösste Differenz ist, die zwischen den Anfangsexponenten bestehen kann. 
Die Anfangsexponenten bestimmen sich aus der Gleichung 
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welche die Wurzeln hat: 
0,1,2...n—23, ı -4—1, 


wo letzterer Werth positiv und negativ sein kann. 

Wenn man in der Determinante D, für die Grössen fs ihre Werte als Funk- 
tionen von o einsetzt, so kann män ohne Schwierigkeit zeigen, dass eine Anzahl von 
Faktoren aus der Determinante herausgehoben werden kann, so dass diese nur noch 
Elemente von erster Dimension nach o enthält. Bezeichnet man zur Abkürzung die 
letzten Faktoren in den Grössen /s mit Pu», 80 erhält die Determinante D, nach 
dem Einsetzen die folgende Form, wenn man, wie auch sonst üblich, hier aus prak- 


tischen Gründen durch [e]m die ganze Funktion mten Grades von o 
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Setzt man, soweit als möglich, Faktoren aus der Determinante heraus, so er- 
giebt sich schliesslich: 
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Bildet man die aufeinander folgenden Koeffizienten g,, so erhält man, wenn 


man die Determinanten erster, 2., 3. u. s. w. Ordnung aus den Grössen Puv mit de, 
ds etc. bezeichnet die folgende Tabelle: 
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Die Aufstellung der Integrale unterliegt nunmehr keinen erheblichen Schwierig- 
keiten. Da wir hier nur den logarithmischen Grenzfall betrachten, so wollen wir 
gleich festsetzen, dass di + A — Il eine ganze Zahl sein soll. Die vorgelegte Differential- 
gleichung geht nach Einsetzen der Reihe (2) über in die Form: 


(3%) P(y)= 90 f(e), (welches eine identische Gleichung ist). 


90 fe) ist nach der obigen Festsetzung über go 
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folglich sind im allgemeinen nach der Arbeit des Herrn Frobenius (Crelle 76 
p. 214—35) ausser y auch die (n — Z) ersten Differentialquotienten der Funktion nach 
oe für je einen Wurzelwert von f(o) Lösungen der Differentialgleichung 1. 


Im ersten Fall sind die Integrale: 
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Beachtet man den Wert von = [S 3, 11], worin die Determinante d, (be- 
sondere Relationen zwischen den Konstanten bleiben ausgeschlossen) für keinen 
Wurzelwert von f(e) Null wird, so findet man, dass die (n — I) ersten von diesen 
n Integralen logarithmenfrei sind, dagegen das nte im allgemeinen logarithmisch ist, 
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In ys werden sämmtliche Koeffizienten g, für e=n—3 von erster Ordnung 
Null, der logarithmische Teil verschwindet also. Das Integral ys ist logarithmenfrei 
und gehört zum Exponenten n — 3. 

In ys werden die Koeffizienten g, für o=n— 4 von 2ter Ordnung Null; folg- 
lich verschwinden die beiden logarithmischen Teile. 73 ist logarithmenfrei und gehört 
zum Exponenten n — 4, 

In Y„ werden sämmtliche Koeffizienten g, für e=n— u«—1 von (x — Tter 
Ordnung Null, folglich verschwinden alle logarithmischen Teile, und %,. ist logarithmen- 
frei und et zum Exponenten oe=n — u --1. 

In yn—ı werden die Tonnen 9, für e=0 von (n — Z)ter Ordnung Null. 
Yn -- ı ist logarithmenfrei und gehört zum Exponenten Null. 

In yn werden für o=bı +4-—-1 sämmtliche Koeffizienten g, 
von go bis g_ fta3 (inel.) von (n -— ter Ordnung Null 
yon ge) bis in inf. von (n — 2)ter Ordnung Null, 

Daraus folgt, dass n die erste Potenz des Logarithmus enthält, und dass der 
logarithmische Teil den Anfangsexponenten Null hat. Das Integral yn gehört also 
mit zum Exponenten Null. | 

Wenn aber db, und / beide negative ganze Zahlen oder 0 sind, so werden 
auch die Koeffizienten von g _ tion m bis in inf. von (n — Z)ter Ordnung Null, 


weil immer ein Faktor (A — e—») Null wird. Dann ist auch %n logarithmenfrei, 
der Punkt aı also ein ausserwesentlich singulärer Punkt. 

Ist 4 positive ganze Zahl, b, negative ganze Zahl unter der Voraussetzung, dass 
bı +4 — I negative ganze Zahl ist, so ist %n logarithmisch, und der Logarithmus tritt 
auf multipliziert mit einer ganzen Funktion vom Grade (— bı), welche bis auf eine 
Konstante das Integral yn — ı ist. 

Der Fall, dass negative ganze Zahl, bı positive ganze Zahl ist im allgemeinen 
Fall mit enthalten. 


Zusammenstellung der Integrale: 


rn e+rv 


Yı= * I» (X — .Aı) fürro=n—2 


od 
yı=% Te (a — m)‘ RR ‚firre=n—3 
= 0 
= d° Iy ER 
Y=2 Be (ua uro—=n-—4 
0 0 
(13) 
ln 
Yu =2 : (a Re füro=n—u—1 
(0) do = 
Ka, 
oo v { 
na art” emo 
I 
at 
od Iy o4+-v o+rv 
nal 2- ea) ar 29, (2 — a1 )\ og e— a)füroe=bh 4-7 
0) 


13 


NB. Man überzeugt sich leicht davon, dass 
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. Letztere Formel ist zur Berechnung der Koeffizienten geeigneter. 

Eine Vergleichung obiger Integrale mit den im allgemeinen Fall geltenden 
(Crelle 71 u. 73) würde lehren, dass yı bis yn — 2 lineare Verbindungen der (n — 1) 
eindeutigen des allgemeinen Falls, dass yn — ı das mehrdeutige Integral, welches illu- 
sorisch wurde, ersetzt. Für bb +4 —1=0 ist es mit demselben identisch. Das loga- 
rithmische Integral %„ tritt hier hinzu und gehört mit %n — ı zu derselben Gruppe. 
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Im 2. Fall, wenn bı --4— 1 positiv und = n — 2 ist, sind die Integrale der 
vorgelegten Differentialgleichung: 
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Das Integral yı ist eine ganze Funktion vom Grade (— bı), wenn auch 4 eine 
ganze positive Zahl und grösser als bb +4 — 1, also bı negative ganze Zahl ist. 

Das Integral ys ist im allgemeinen logarithmisch, und zwar beginnt der loga- 
rithmenfreie Teil mit der (n — 2)ten Potenz von (a — aı), während der logarithmische 
mit der (bi 4 4 — I)ten Potenz beginnt, denn für o=n— 2 sind wegen des Faktors 
go die Koeffizienten go bis 91, +4 —-1—(m— 2) excl. von erster Ordnung Null, während 
die folgenden Koeffizienten im allgemeinen nicht verschwinden. Das Integral %s 
gehört also zum Exponenten bh +4 —1. 

Wenn aber bı und 4 beide positive ganze Zahlen sind und A>n—2, so 
verschwinden sämmtliche Koeffizienten g, von erster Ordnung wegen der Faktoren 
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,—e—v, da 4 einen der Werte n—1,n.... di +4— 1 nothwendig haben muss, 
Ys ist dann frei von Logarithmen. 

Ist 4 positive, b negative ganze Zahl, so ist yg logarithmisch, und der Faktor 
des Logarithmus ist eine ganze Funktion vom Grade (— bı). 

Das Integral y; enthält nicht die 2. Potenz des Logarithmus, denn sämmtliche 
Koeffizienten g, sind für oe=n— 3 von erster Ordnung Null. Da die Koeffizienten 
90 bis 9 +, —1-m-3) excl. für e=n— 3 von 2. Ordnung Null werden, so beginnt 
der logarithmische Teil mit der (bi +4 — ten Potenz; %3 gehört also auch zum 
Exponenten h +7 — 1. 

Sind bı und 4 beide positive ganze Zahlen und ist ,>n— 3, so verschwinden 
alle Koeffizienten von 2. Ordnung, und %s ist logarithmenfrei. 

Ist % positive, bi negative ganze Zahl, so ist der Faktor des Logarithmus eine 
ganze Funktion vom Grade (— bı). | 

In y„ verschwinden für o=n— u sämmtliche Koefficienten g, von der 
u — 2ten Ordnung. Deshalb tritt im allgemeinen die erste Potenz des Logarithmus 
auf und zwar, da die Koeffizienten go bis 9, +4 -1-(m-—- u excl. von (x — I)ter 
Ordnung verschwinden, multipliziert mit einer Funktion, deren Anfangsexponent 
bı +4 —1 ist. | 

Sind aber bı und 4 beide positive ganze Zahlen und ist A>n— u, so ver- 
schwinden alle Koeffizienten g,, von (z. — I)ter Ordnung und der logarithmische Teil 
fällt fort. 

Ist / positive, bı negative ganze Zahl, so tritt der Logarithmus auf multipliziert 
mit einer ganzen Function vom Grade (— b,). 

Ist A positive ganze Zahl kleiner als n — 3, so treten immer Logarithmen auf. 

In yn—ı verschwinden für o—=1 sämmtliche Koeffizienten von der (n — 3)ten 
Ordnung, deshalb tritt im allgemeinen die erste Potenz des Logarithmus auf und 
zwar mit dem Anfangsexponenten bb +4--1. Sind b, und A beide positive ganze 
Zahlen und ist A>1, so ist das Integral logarithmenfrei. 

In n tritt im allgemeinen die erste Potenz des Logarithmus auf. Wenn bı 
und 4 positive ganze Zahlen sind und 4 grösser als 0, so ist 4» logarithmenfrei. 

Wir haben also das Resultat, dass, wenn bi +4 — 1 eine positive ganze Zahl 
=n—2 ist, im allgemeinen (n— I) von den n Integralen die erste Potenz des 
Logarithmus enthalten. Da der Logarithmus stets mit derselben Funktion (bis auf 
eine Konstante) multipliziert auftritt, kann man aus den (n— 1) Integralen (n — 2) 
logarithmenfreie herstellen, so dass nur ein logarithmisches bleibt, welches zum Expo- 
nenten bi +4 — 1 gehört. 

Wenn aber bı und 4 beide positive ganze Zahlen sind und A>n —2 ist, so 
tritt kein Logarithmus auf. Ist aber A <n — 2, so tritt immer der Logarithmus auf. 
Dazu gehört die Reihe der Spezialälle der Gleichung (1) für = 1,2....n—2. 
Der Spezialfall A=n — 1 fällt unter die allgemeine Regel. 
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Im 3. Fall sind die Integrale: 


Yyı = 29,(& an für oe=n—2. 
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Da hier 2 Exponenten einander gleich sind, so müssen nothwendig Logarithmen 
auftreten. Durch ganz analoge Betrachtungen wie oben findet man, dass in sämmt- 
lichen Integralen ausser in %n -d, — 4-1 die logarithmischen Glieder verschwinden. 
Das Integral yn—»,—, ist der Faktor des Logarithmus im Integral an, —-7-+1, 
und beide gehören zum Exponenten bh +4—1. Sobald bı =0 oder negative ganze 
Zahl ist, ist yn — 5, —, eine ganze Funktion. Im übrigen giebt es für = «, wenn 
4 eine ganze Zahl zwischen O0 und n bedeutet, stets « Integrale, die ganze Funktionen 
sind, und zwar sind dies (abgesehen von %n—,— 7-1) die letzten « in dem ge- 
gebenen Schema. 

Zusammenstellung der Integrale: 


[eo] q 
Y, = 29,@- a) 7°, fro=n—2 
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Die Untersuchung für die übrigen endlichen singulären Punkte ist der für den 
Punkt aı genau gleich. Auch die Untersuchung für den Punkt > unterscheidet sich 
wenig von dieser, denn durch. Substitution führt man die Differentialgleichung in 


diesem Fall auf eine ähnliche zurück, in welcher der Punkt 0 dem Punkt oo der vor- 
gelegten Gleichung entspricht. 


Man setzt: 
y-@-a)n 
(X TE d,) oh; t { 
Bezeichnet man zur Abkürzung 
1,4 +5A+t....+5b,4, mit, 
so geht bei dieser Substitution die Differentialgleichung über in folgende: 
ARE: E 1 ars 1 Asp 2 a Fr 
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Sucht man diese Differentialgleichung durch eine Reihe von der Form: 
=. % at 


0 
zu integrieren, so gewinnt dieselbe (nachdem sie zuvor für Zwecke der Rechnung mit 
t"—1 multipliziert worden ist) durch Einsetzen folgende Gestalt: 


18) Et, ft +, tr Dt ntaetr It 
0, herr ++, fe +r— nt) =0 


Hierin ist wie früher: 
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Die Koeffizienten g,, bestimmt man ebenso wie früher. Sieht man wieder ab 
von der Gleichung go f(e) —= 0, so findet man: 


er ea a 
D, folgende Determinante bedeutet: 
fı (eo), f (e+1), 0 Ole wen um el ee 
Sa Do 
RONRE ed, fer DR a 0 Ve 
(20) 0 Ferdi (+3), a ıı. f(etn), O oo. 0 
DD ee 0 FH TED nf (ed), 
0 0 DI a Re) 0 Fr (e+v—1). 
und go gesetzt wird wie oben > | 
(21) %=fle+Df(e+2)...f(e-+s), wo s das Maximum der 


Differenz zwischen den Wurzeln von f(e)= 0 


Schliesslich nach Einsetzen der Werte für die fs ist 
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wo d, die Determinante »ter Ordnung ist aus den letzten Faktoren der Funktionen f. 

Wie man sieht, bleibt die Untersuchung in den hauptsächlichsten Momenten 
dieselbe wie oben. Die für die Entscheidung des logarithmischen Charakters der 
Lösungen -massgebenden Faktoren sind dieselben, folglich lässt diese Frage sich genau 
so entscheiden wie früher. Die Aufstellung der Integrale selbst bietet keine Schwierig- 
keit dar. Wir beschränken uns deshalb hier auf die Zusammenstellung der Resultate: 
f(e)=0 hat die Wurzeln 


0,1.2,...m—2, n—DD- (b,+b,+..4b,) 
Die Integrale sind „= 55 DS ars und die (n— 7) ersten Ableitungen von 
0 1 


n nach o für je einen Wurzelwert von f (e)., 
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1) It (n— D—(bı +b2-+..—+bn) eine negative ganze Zahl, so ist das nte 
Integral logarithmisch und gehört mit zum Exponenten Null. 

Sind aber zugleich die Grössen n-- (bb +bs+..+bn +4) und (4— I) beide 
negative ganze Zahlen, so tritt kein Logarithmus .auf, und der Punkt O resp. 0 ist 
ein ausserwesentlich singulärer Punkt. 

2) Ist (n—N-- (bı +b2-+...+Dn) positive ganze Zahl und =>n--2, so 
sind alle Integrale mit Ausnahme des ersten mit der ersten Potenz des Logarithmus 
behaftet. Man kann dann (n— 1) eindeutige Integrale herstellen und ein logarith- 
misches, welches zum Exponenten (ar — N) — (bı +b,-+..- bu) gehört. 

Sind aber zugleich die beiden Grösen n- (ı+b-+...+bn--4) und 
(4 — I) positive ganze Zahlen und »>n—2, so verschwindet der Logarithmus. 

3) It nr — N) —(bı +b2-+...—+ bn) positive ganze Zahl zwischen O und n — 2, 
so tritt immer ein Integral mit der ersten Potenz des Logarithmus auf. 

Da die Substitution an diesen Sätzen nichts ändert, so gelten sie ohne Weiteres 
für den Punkt » der Differentialgleichung 1. 


8 9. 


Die Lösung der hypergeometrischen Differentialgleichung n-Ordnung gelingt 
bekanntlich auch in Form von bestimmten Integralen 


ed Did Det a 
y-I(w-a,) (4% — q,) el a,,) 2 Ge "du, 


wo als Grenzen der Integration je 2 der singulären Punkte aı,de,... An, ©,x ge- 
nommen werden müssen. Die Konstanten unterliegen dabei den Beschränkungen 


De 0,b2 > 0220020 >0,4>0 
ı +b+... nn Hi n<O. 

Macht man mit Herrn Hossenfelder (Math. Ann. IV p. 201) die zu integrie- 
rende Funktion durch Querschnitte zwischen den singulären Punkten eindeutig in der 
ganzen Ebene, so kann man (i. 1. p. 204) zeigen, dass im allgemeinen bei einem 
singulären Punkt z. B. aı (nr — 7) der bestimmten Integrale eindeutig sind, eins 
(Yı ef &) wie eine Potenz mehrdeutig ist, die übrigen sich verhalten wie Summen 
von eindeutigen und mehrdeutigen Funktionen. In dem Fall aber, wo bi +4 eine 
positive ganze Zahl (wegen der obigen Bedingungen zwischen O0 und n) ist, wird Yı 
auch eindeutig, bildet dann mit den (n — I) eindeutigen Integralen nicht mehr die 
allgemeine Lösung, sondern genügt mit denselben einer leicht herzustellenden linearen 
Relation (vergl. Math. Ann. IV p. 210). Die übrigen Integrale aber, die im allge- 
meinen sich verhalten wie Summen von eindeutigen und mehrdeutigen Funktionen, 
zeigen jetzt sämmtlich in der Umgebung des Punktes a, logarithmischen Charakter. 
Zu Be. ys — /f. geht, wenn x den Punkt a, umkreist, über in Ya — (er — 1) Yyı 
(Math. Ann. IV p. 204 zu vergl.), deshalb muss %2 sich darstellen lassen in der Form 


2 cıh 


1—e 
p+ y, log (e—q,); 


ERTES 2rı 


wo 9 eine in der Umgebung von a, eindeutige Funktion von x ist. 


20 


Die beschränkenden Bedingungen für die Konstanten lassen sich zum Teil auf- 
heben (cf. Crelle 73 p. 140). 

Die Reihenentwicklungen der Integrale mit logarithmischen Charakter geben 
dann durch die Koeffizienten des Logarithmus die Bedingungen an, für welche der 
Logarithmus doch fortfällt, z. B. wenn bı und / beide positive ganze Zahlen sind. 


10. 


UN 


Die übliche Form der hypergeometrischen Differentialgleichung II Ordnung ist 


2 Dy'+[@+8+De—y)y taßy=0 


Dieselbe entspricht der allgemeinen Form 


gr _ [BtiZ2  uEa] a n En 
wenn: 
ael—4 
P=2—(, +b, +4) 
= (+42) 
oder: b,=a—y-+1 
a 
\=1-a 


Nach den abgeleiteten Sätzen treten im allgemeinen Logarithmen auf: 
1) beim Punkt 0, wenn b +4—1=0 oder ganzer Zahl, oder y=1 oder ganzer 
Zahl und 0. 
2) beim Punkt 1, wenn bb +4 —1=0 oder ganzer Zahl, oder «+ 8=y oder + 
ganzer Zahl. 
3) beim Punkt >, wenn 5) +be—1=0 oder ganzer Zahl, oder «= oder 8 + 
ganzer Zahl. 
Die Logarithmen treten nicht, auf, wenn d,, resp. ds, oder bi 4+bes, und A 
zugleich positive oder zugleich negative ganze Zahlen oder Null sind, oder wenn die 
Ausdrücke (a —y+-1), resp. (y— 8) oder (a — 8-1), und (1— «) zugleich positive 
oder zugleich negative ganze Zahlen oder Null sind. 
Das logarithmische Integral beim Punkt oo ist für den Fall bh + bs =1/, oder 
«= 8 von den Herren Spitzer und Borchardt (Crelle 57 p. 78 u. 81) gefunden in 
der Form: 


y— we eg log en du oder 
Jo 
‚ai 
De ep, Be uU—% 
-| u d—u) (u — x) log da) du 
0 


Die logarithmischen Integrale y, und yı bei den singulären Punkten O0 und 1 
füry=1 und a+f#=y lassen sich mit Hülfe der von Herrn Borchardt ange- 
gebenen Methode (Crelle 57 p. 81) oder durch Substitution leicht in folgender Form 
herstellen: 
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al Br NT 8 1—ux 
u (1— ux) (1— u) log Peg du 
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FREE: a—1 Bey Tee — ß (ce — Du-+l 
Jh u (u — 1) |« Tu+ ı| log Te ds 
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Weil die hypergeometrische Differentialgleichung die Eigenschaft hat, dass (die 
Differentiation derselben nach & wieder eine hypergeom£trische Differentialgleichung 
derselben Ordnung für die Ableitung giebt mit um die Einheit erhöhten Konstanten, 
so ist es nicht schwierig, die logarithmischen Integrale der Gauss’schen Differential- 
gleichung im allgemeinen Fall herzustellen als mehrfache Difterentialquotienten oder 
Integrale von bestimmten Integralen. 

Es ist jedoch bei dieser Lösung durch bestimmte Integrale zu bemerken, dass 
die Konstanten bedeutenden Einschränkungen unterliegen. 
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Thesen: 


1. Der bei der Behandlung geometrischer Konstruktionsaufgaben übliche Beweis ist 
überflüssig. 

2. Die sog. Metageometrie ist nicht berechtigt, Kant als Autorität für sich in Anspruch 
zu nehmen. 


3. Die Methode der Integration linearer Differentialgleichungen durch bestimmte 
Integrale ist der durch Reihen vorzuziehen. 
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